
2010年9月16日（木） 9:00-10:30 平成 22年度前学期定期試験 数学特論Ａ 4Ａ・Ｃ・Ｍ 問題・解答例・配点・採点基準・シラバスとの対応 担当：笠井　剛 1

１. 図の様に4ABC の内部に点Eがあり、面積比が4ABE : 4BCE =
3 : 2 であるとき、直線 BE と辺 CA の交点 D の位置ヴェクター

→
OD を

→
OA,

→
OB,

→
OC で表して下さい。

配点：１５点 シラバス達成度目標：ア、イ

解答例 4ABEと4BCEの面積比は、BEを共通の底辺と考えれば高さの
比に一致し、またその高さの比を使って考えれば4ABDと4BCDの面積比
も（BDを共通の底辺として）同じ 3 : 2である事が分かります。
しかし、この同じ２つの３角形を、今度はADとDCをそれぞれの底辺とし
て考えると、今度は高さが同じですから底辺の長さの比がAD : DC = 3 : 2で
ある事が分かります。

すると、
→

OD =
→

OA +
→

AD

=
→

OA +
3
5
→

AC

=
→

OA +
3
5

µ
→

AO +
→

OC

∂

=
2
5
→

OA +
3
5
→

OC

となる事が分かります。

　

gokasai
テキストボックス
Ａ　指示どおりのもので表せていない、途中までのもの　１０点

gokasai
テキストボックス
Ｂ　多少の計算のみのもの　３点Ｃ　高さの比を使った議論までは出来ているもの　５点

gokasai
テキストボックス
Ｄ　計算ミス　ー５点Ｅ　ヴェクターの計算に関する深刻なミス　ー８点
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線

gokasai
線

gokasai
線
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２. ３点 F (0, 1,−2), G(3, 2, 1), H(−5, 13, 2)を通る平面の法線ヴェクター
を求めて下さい。

配点：５点 シラバス達成度目標：イ、ウ

解答例

→
FG =




3
1
3



 ,
→

FH =




−5
12
4





なので、

→
FG×

→
FH =




3
1
3



×




−5
12
4



 =





ØØØØØ
1 12
3 4

ØØØØØ

−

ØØØØØ
3 −5
3 4

ØØØØØØØØØØ
3 −5
1 12

ØØØØØ





=




−32
−27
41





が得られ、このヴェクターは２つのヴェクター
→

FG,
→

FH の双方に直交しますの
でこれが求める平面の法線ヴェクターになっています。

３. 次の行列式を計算して下さい。

（１）

ØØØØØØØ

1 a b + c

1 b c + a

1 c a + b

ØØØØØØØ
（２）

ØØØØØØØ

7 2 0
−3 3 1
2 11 3

ØØØØØØØ

配点：各１５点 シラバス達成度目標：エ

解答例 （１）
ØØØØØØØ

1 a b + c

1 b c + a

1 c a + b

ØØØØØØØ
=

ØØØØØØØ

1 a a + b + c

1 b a + b + c

1 c a + b + c

ØØØØØØØ
= 0

（２） ØØØØØØØ

7 2 0
−3 3 1
2 11 3

ØØØØØØØ
=

ØØØØØØØ

7 2 0
−3 3 1
11 2 0

ØØØØØØØ
= −

ØØØØØ
7 2
11 2

ØØØØØ = 8

gokasai
テキストボックス
Ａ　連立方程式を立てて計算して途中のもの　２点Ｂ　２点間のヴェクターに言及出来ているもの　３点Ｃ　そのまま位置ヴェクターの外積をしているもの　３点

gokasai
線

gokasai
テキストボックス
（１）、（２）共通Ａ　ヴェクター３重積でやろうとして途中のもの　５点Ｂ　計算ミス　ー５点Ｃ　整理していないもの　ー２点Ｄ　軽い書き間違い等のミス　ー３点Ｅ　深刻なミス　ー１０点
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折れ線
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折れ線
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４. 行列
√

p 2
3 1− p

!

の表す一次変換によって直線 y = pxが自分自身に移

るときの pの値を求めて下さい。

配点：１０点 シラバス達成度目標：カ

解答例 直線上の任意の点 (x, px)の移動先は
√

p 2
3 1− p

!√
x

px

!

=

√
3px

3x + p(1− p)x

!

から (3px, 3x + p(1− p)x)ですので、これが再びもとの直線上にある条件は、

3x + p(1− p)x = p(3px)

が成り立つ事であり、これが任意の xに対して成り立つためには

3 + p(1− p) = 3p2

0 = 4p2 − p− 3

= (4p + 3)(p− 1)

すなわち p = 1,−3
4 のどちらかである事が分かります。また、いずれの場合も

題意の直線の像は原点につぶれる事なく確かに直線になっています。
以上から求める pの値は p = 1,−3

4 です。

５. 行列




2 0 1
−4 1 3
3 0 2



 の逆行列を、掃き出し法で求めて下さい。

配点：１５点 シラバス達成度目標：オ

解答例
2 0 1 1 0 0 (1)
−4 1 3 0 1 0 (2)
3 0 2 0 0 1 (3)
2 0 1 1 0 0 (1)
−4 1 3 0 1 0 (2)
6 0 4 0 0 2 (3)× 2 = (4)
2 0 1 1 0 0 (1)
0 1 5 2 1 0 (2) + 2(1) = (5)
0 0 1 −3 0 2 (4)− 3(1) = (6)
2 0 0 4 0 −2 (1)− (6) = (7)
0 1 0 17 1 −10 (5)− 5(6) = (8)
0 0 1 −3 0 2 (6)
1 0 0 2 0 −1 (7)× 1

2

0 1 0 17 1 −10 (8)
0 0 1 −3 0 2 (6)

以上により、求める逆行列は



2 0 −1
17 1 −10
−3 0 2





です。

gokasai
テキストボックス
Ａ　この辺りの計算まで　　出来ているもの　　　４点

gokasai
線

gokasai
テキストボックス
Ｂ　固有値を求めてやっているが上手く行っていないもの　５点Ｃ　的のはずれた計算しか出来ていないもの　３点Ｄ　計算ミス　ー４点
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線
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テキストボックス
Ａ　ある程度計算はしているが、　　掃き出し法自体が理解出来て　　いないもの　　　　　　　　５点
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線

gokasai
テキストボックス
Ｂ　計算ミス　ー５点Ｃ　書き間違いなどの軽いミス　ー３点Ｄ　計算ミスが多いもの　７点
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６. 行列




2 0 3
4 −3 −2
−1 2 4



 の固有値・固有ヴェクターを求めて下さい。

配点：２０点 シラバス達成度目標：キ

解答例 まず固有方程式は

0 =

ØØØØØØØ




2 0 3
4 −3 −2
−1 2 4



− xE

ØØØØØØØ

=

ØØØØØØØ

2− x 0 3
4 −3− x −2
−1 2 4− x

ØØØØØØØ

= (2− x)(3 + x)(x− 4) + 24− 3(3 + x) + 4(2− x)

= (6− x− x2)(x− 4) + 23− 7x

= 6x− x2 − x3 − 24 + 4x + 4x2 + 23− 7x

= −x3 + 3x2 + 3x− 1

= −(x + 1)(x− 2−
√

3)(x− 2 +
√

3)

ですから、固有値は−1, 2±
√

3です。

次に各固有値に対応した固有ヴェクターを求めます。

固有値−1について： 題意の行列をM と書く事にすれば、M = − となる
ヴェクター を求めれば良い事になりますが、これを整理して連立方程式の形
で書けば 





3x + 3z = 0

4x− 2y − 2z = 0

−x + 2y + 5z = 0

となっています。−1が固有値である事に依ればこの係数行列は正則ではありま
せんから３本のうち２本を満たす解は自動的に他の１本も満たしてしまいます。
そこで第１、２式をとって、更に zを諦めて x, yを zで表す事を考えると、ま
ず第１式から x = −zであり、これを第２式に代入すれば y = −3zが分かりま
すから 


x

y

z



 =




−z

−3z

z



 //




1
3
−1





が得られ、これが求める固有ヴェクターです。

固有値 2 +
√

3について： 題意の行列をMと書く事にすれば、M = (2+
√

3)
となるヴェクター を求めれば良い事になりますが、これを整理して連立方程
式の形で書けば 





−
√

3x + 3z = 0

4x− (5 +
√

3)y − 2z = 0

−x + 2y + (2−
√

3)z = 0

となっています。2+
√

3が固有値である事に依ればこの係数行列は正則ではあり
ませんから３本のうち２本を満たす解は自動的に他の１本も満たしてしまいます。
そこで第１、２式をとって、更に zを諦めてx, yを zで表す事を考えると、まず第
１式から x =

√
3zであり、これを第２式に代入すれば y = 4

√
3−2

5+
√

3
z = (

√
3− 1)z

が分かりますから



x

y

z



 =





√
3z

(
√

3− 1)z
z



 //





√
3√

3− 1
1





gokasai
テキストボックス
出来なかった原因によって減点するＡ　計算ミス　ー３点Ｂ　固有ヴェクターの一部が計算されていない　ー５点Ｃ　固有方程式が解けなかった　ー３点Ｄ　固有ヴェクターが全く出来ていない　ー１０点Ｅ　固有値を一つのみと思ってしまい他を計算しなかった　ー６点Ｆ　ひどい計算ミス　ー５点
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が得られ、これが求める固有ヴェクターです。

固有値 2−
√

3について： 題意の行列をMと書く事にすれば、M = (2+
√

3)
となるヴェクター を求めれば良い事になりますが、これを整理して連立方程
式の形で書けば 





√
3x + 3z = 0

4x− (5−
√

3)y − 2z = 0

−x + 2y + (2 +
√

3)z = 0

となっています。2 +
√

3が固有値である事に依ればこの係数行列は正則ではあ
りませんから３本のうち２本を満たす解は自動的に他の１本も満たしてしまい
ます。そこで第１、２式をとって、更に zを諦めてx, yを zで表す事を考えると、
まず第１式から x = −

√
3zであり、これを第２式に代入すれば y = −4

√
3+2

5−
√

3
z =

(−1−
√

3)zが分かりますから



x

y

z



 =




−
√

3z

(−1−
√

3)z
z



 //





√
3

1 +
√

3
−1





が得られ、これが求める固有ヴェクターです。

７. ２つの平行でない２次元ヴェクター , はどちらも２つの２次対称行
列 P,Q両方の固有ヴェクターであるとします。この時 PQも対称行列であ
る事を証明して下さい。

配点：５点 シラバス達成度目標：ウ、ク

解答例
t(PQ) = tQtP = QP

なので、PQ = QP が言えれば良い事が分かります。
そこで、まず

P = a , P = b , Q = c , Q = d

であると仮定します。
２つの平行でないヴェクター , を並べて出来る行列 T = ( )は正則であっ

て、P,Qはどちらも T によって対角化されます：

T−1PT =

√
a 0
0 b

!

, T−1QT =

√
c 0
0 d

!

すると、

PQ = T

√
a 0
0 b

!

T−1T

√
c 0
0 d

!

T−1

= T

√
a 0
0 b

!√
c 0
0 d

!

T−1

= T

√
ac 0
0 bd

!

T−1

= T

√
c 0
0 d

!

T−1T

√
a 0
0 b

!

T−1

= QP

が成り立ち、題意は示されました。

gokasai
テキストボックス
Ａ　対角化を使っているもの　２点

gokasai
線




