
2015年6月3日（水）10:20-11:50 平成 27年度前学期 数学特論Ａ 中間試験 問題・解答例・配点・シラバスとの対応・採点基準 4E ・ 4I ・ 4M 担当：笠井　剛 1

問題 1 4ABC において次の問いに答えて下さい：
（１）辺BCを 5:3に内分する点をDとした時、

→
ADを

→
AB,

→
ACで表して下さい。

（２）辺 CAを 3:1に内分する点を Eとし、線分BEと線分 ADの交点を F と
します。このときどこかにある座標軸の原点を Oとして、

→
OF を

→
OA,

→
OB,

→
OC で

表して下さい。

配点：（１）１０点（２）１０点 シラバス達成度目標：ア、イ

【解答例】 （１）
→

AD =
→

AB+
→

BD =
→

AB+ 5
8

→
BC =

→
AB+ 5

8

µ
→

BA +
→

AC

∂
= 3

8

→
AB+ 5

8

→
AC

（２）
→

AF は
→

ADの定数倍ですから、仮に
→

AF = m
→

ADとおけば、（１）の結果から
→

AF =
3m

8
→

AB +
5m

8
→

AC (0.1)

である事が分かります。

また、ヴェクター
→

BF はヴェクター
→

BEのやはり定数倍ですので、
→

BF = n
→

BEとお
いて此れを変形すれば

→
BA +

→
AF = n

µ
→

BA +
→

AE

∂

→
AF = (1− n)

→
AB + n

→
AE = (1− n)

→
AB +

n

4
→

AC (0.2)

です。

従って、(0.1)と (0.2)式によれば
3m

8
→

AB +
5m

8
→

AC = (1− n)
→

AB +
n

4
→

AC
µ

3m

8
+ n− 1

∂
→

AB =
µ
−5m

8
+

n

4

∂
→

AC

となるのですが、
→

AB と
→

AC は平行ではなく、両辺の係数は 0である事、即ち





3
8m + n = 1

− 5
8m + 1

4n = 0

が得られます。

第２式の４倍を第１式から引けば 23
8 m = 1すなわち、m = 8

23 となってこれを (0.1)

に戻してやれば
→

AF =
3
23

→
AB +

5
23

→
AC

→
AO +

→
OF =

3
23

µ
→

AO +
→

OB

∂
+

5
23

µ
→

AO +
→

OC

∂

→
OF =

15
23

→
OA +

3
23

→
OB +

5
23

→
OC

である事が分かります。
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問題 2 (x, y, z) = (a, b, c)が Pythagorean方程式 x2 + y2 = z2の正の整数解である
とき、これを次の行列 A：

A =




1 2 2
2 1 2
2 2 3





で一次変換した点も Pythagorean方程式の正の整数解になっていることを証明して
下さい。

配点：５点 シラバス達成度目標：カ

【解答例】 行列 A：

A =




1 2 2
2 1 2
2 2 3





の表現する３次元空間内の一次変換による点 (a, b, c)の移り先は



1 2 2
2 1 2
2 2 3








a

b

c



 =




a + 2b + 2c

2a + b + 2c

2a + 2b + 3c





ですが、計算すると

(a + 2b + 2c)2 + (2a + b + 2c)2

= 5a2 + 5b2 + 8c2 + 8ab + 12bc + 12ca

= (2a)2 + (2b)2 + (3c)2 + 2 · 2a · 2b + 2 · 2b · 3c + 2 · 3c · 2a + a2 + b2 − c2

= (2a + 2b + 3c)2 + a2 + b2 − c2

となっており、もしも a2 + b2 = c2が成り立っているならば、点 (a, b, c)の移り先である
点 (a+2b+2c, 2a+b+2c, 2a+2b+3c)も (a+2b+2c)2+(2a+b+2c)2 = (2a+2b+3c)2

を満たすことになります。

　

gok
テキストボックス
●　表現の不十分さ　−１点●　具体例での計算のみのもの　２点
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問題 3 （１）一般に、円 (x− a)2 + (y − b)2 = c2上の点 (p1, p2)に於ける円の接
線は、

(p1 − a)(x− a) + (p2 − b)(y − b) = c2

である事を示して下さい。
（２）円 x2 + y2 = 1 に外部の点 A(a1, a2) から引いた２本の接線の接点を

P (p1, p2), Q(q1, q2)とするとき（１）を参考にして接線 AP および AQの方程式
を求め、これを使って直線 PQの方程式が a1x + a2y = 1 となる事を証明して下
さい。

配点：（１）５点（２）５点 シラバス達成度目標：イ

【解答例】 （１）この直線が点 (p1, p2)を通る事は、

(p1 − a)(p1 − a) + (p2 − b)(p2 − b) = (p1 − a)2 + (p2 − b)2 = c2

より明らかですし、この直線の法線ヴェクターは
√

p1 − a

p2 − b

!

で、これは円の中心から点

(p1, p2)へ向かうヴェクターに一致しています。従ってこの直線は接線である事が分か
ります。

（２）（１）の結果から、点 P, Qに於ける円の接線は、それぞれ

p1x + p2y = 1, q1x + q2y = 1

である事が分かります。この２接線の交点が A(a1, a2)でしたから、

p1a1 + p2a2 = 1, q1a1 + q2a2 = 1

が成り立つはずです。また、点Aは円の外部の点ですから原点ではなく、a1, a2のうち
少なくとも一方は 0ではありません。

しかしこの２式をよく見ると、これは２点 P, Qが、直線

a1x + a2y = 1

の上にあると云う事を示しています。
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テキストボックス
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gok
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問題 4 次のヴェクター・行列の計算をして下さい。ただし、書かれている計算が
定義されない場合は『定義されないため計算不可能』と答えて下さい。

（１）
≥
1 2

¥ √
3
4

!≥
5 6

¥
（２）

√
1
2

!≥
3 4

¥ √
5
6

!

（３）
√

2 4
−1 −2

!2

（４）




1
2
3



×




4
5
6





配点：（１）５点（２）５点（３）１０点（４）５点 シラバス達成度目標：ウ

【解答例】 （１）

≥
1 2

¥ √
3
4

!≥
5 6

¥
= (11)

≥
5 6

¥
=

≥
55 66

¥

（２） √
1
2

!≥
3 4

¥ √
5
6

!

=

√
1
2

!

(39) =

√
39
78

!

（３） √
2 4
−1 −2

!2

=

√
0 0
0 0

!

（４）




1
2
3



×




4
5
6



 =





ØØØØØ
2 5
3 6

ØØØØØ

−

ØØØØØ
1 4
3 6

ØØØØØØØØØØ
1 4
2 5

ØØØØØ





=




−3
6
−3





問題 5 行列M：

M =




8 29 29
4 14 13
1 3 2





の逆行列M−1 を求めて下さい。

配点：１０点 シラバス達成度目標：ウ、オ

【解答例　掃き出し法】
8 29 29 1 0 0 (1)

4 14 13 0 1 0 (2)

1 3 2 0 0 1 (3)

1 3 2 0 0 1 (3)

8 29 29 1 0 0 (1)

4 14 13 0 1 0 (2)

1 3 2 0 0 1 (3)

0 5 13 1 0 −8 (1)− 8(3) = (4)

0 2 5 0 1 −4 (2)− 4(3) = (5)

2 6 4 0 0 2 2(3) = (6)

0 2 5 0 1 −4 (5)

0 10 26 2 0 −16 2(4) = (7)

2 0 −11 0 −3 14 (6)− 3(5) = (8)

0 2 5 0 1 −4 (5)

0 0 1 2 −5 4 (7)− 5(5) = (9)

2 0 0 22 −58 58 (8) + 11(9) = (10)

0 2 0 −10 26 −24 (5)− 5(9) = (11)

0 0 1 2 −5 4 (9)

1 0 0 11 −29 29 1
2 (10)

0 1 0 −5 13 −12 1
2 (11)

0 0 1 2 −5 4 (9)

従って求める逆行列は

M−1 =




11 −29 29
−5 13 −12
2 −5 4





です。

gok
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線

gok
線

gok
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gok
線

gok
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線
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【解答例　外積法】




29
14
3



×




29
13
2



 =





ØØØØØ
14 13
3 2

ØØØØØ

−

ØØØØØ
29 29
3 2

ØØØØØØØØØØ
29 29
14 13

ØØØØØ





=




−11
29
−29








29
13
2



×




8
4
1



 =





ØØØØØ
13 4
2 1

ØØØØØ

−

ØØØØØ
29 8
2 1

ØØØØØØØØØØ
29 8
13 4

ØØØØØ





=




5
−13
12








8
4
1



×




29
14
3



 =





ØØØØØ
4 14
1 3

ØØØØØ

−

ØØØØØ
8 29
1 3

ØØØØØØØØØØ
8 29
4 14

ØØØØØ





=




−2
5
−4








8
4
1



 ·









29
14
3



×




29
13
2









=




8
4
1



 ·




−11
29
−29



 = −88 + 116− 29 = −1

以上により求める逆行列は

−




−11 29 −29
5 −13 12
−2 5 −4



 =




11 −29 29
−5 13 −12
2 −5 4





です。

【解答例　余因子法】

M1,1 = (−1)1+1

ØØØØØ
14 13
3 2

ØØØØØ = −11

M1,2 = (−1)1+2

ØØØØØ
4 13
1 2

ØØØØØ = 5

M1,3 = (−1)1+3

ØØØØØ
4 14
1 3

ØØØØØ = −2

M2,1 = (−1)2+1

ØØØØØ
29 29
3 2

ØØØØØ = 29

M2,2 = (−1)2+2

ØØØØØ
8 29
1 2

ØØØØØ = −13

M2,3 = (−1)2+3

ØØØØØ
8 29
1 3

ØØØØØ = 5

M3,1 = (−1)3+1

ØØØØØ
29 29
14 13

ØØØØØ = −29

M3,2 = (−1)3+2

ØØØØØ
8 29
4 13

ØØØØØ = 12

M3,3 = (−1)3+3

ØØØØØ
8 29
4 14

ØØØØØ = −4

ですから、余因子展開により

|M | = 8(−11) + 29 · 5 + 29(−2) = −1

も分かり、結局求める逆行列は

M−1 = −




−11 29 −29
5 −13 12
−2 5 −4



 =




11 −29 29
−5 13 −12
2 −5 4





となります。

gok
テキストボックス
●　計算ミス少し　−２点●　計算ミス多い　−５点●　重大ミス　　　−５点●　ケアレスミスのみ　−１点　

gok
線

gok
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gok
線
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問題 6 次の行列式を因数分解して下さい。

（１）

ØØØØØØØ

1− x d −d

d 1− x d

−d d 1− x

ØØØØØØØ
（２）

ØØØØØØØ

s s2 t + u

t t2 u + s

u u2 s + t

ØØØØØØØ

（３）

ØØØØØØØ

l + m + 2n l m

n 2l + m + n m

n l l + 2m + n

ØØØØØØØ

配点：各１０点 シラバス達成度目標：エ

【解答例】 （１）

1− x d −d

d 1− x d

−d d 1− x

(1) (2) (3)

=

1− x d 0
d 1− x 1− x + d

−d d 1− x + d

(1) (2) (3) + (2)

= (1− x + d)
1− x d 0 (4)

d 1− x 1 (5)
−d d 1 (6)

= (1− x + d)
1− x d 0 (4)
2d 1− x− d 0 (5)− (6)
−d d 1 (6)

= (1− x + d)1(−1)3+3

1− x d

2d 1− x− d

(7) (8)

= (1− x + d)1(−1)3+3

1− x 1− x + d (9)
2d 1− x + d (10)
(7) (8) + (7)

= (1− x + d)
1− x 1− x + d (9)

x− 1 + 2d 0 (10)− (9)

= (1− x + d)2(1− x− 2d)

（２）

s s2 t + u

t t2 u + s

u u2 s + t

(1) (2) (3)

=

s s2 s + t + u

t t2 s + t + u

u u2 s + t + u

(1) (2) (3) + (1)

= (s + t + u)
s s2 1 (4)
t t2 1 (5)
u u2 1 (6)

= (s + t + u)
s s2 1 (4)

t− s t2 − s2 0 (5)− (4)
u− s u2 − s2 0 (6)− (4)

= (s + t + u)(t− s)(u− s)
s s2 1
1 t + s 0
1 u + s 0

= (s + t + u)(t− s)(u− s)1(−1)1+3

ØØØØØ
1 t + s

1 u + s

ØØØØØ

= (s + t + u)(s− t)(t− u)(u− s)

gok
テキストボックス
●　ケアレスミスのみ　−２点●　計算ミス少し　　　−３点●　計算ミス多い　　　−５点●　因数分解していないもの　−６点●　少しの計算のみ　　　３点

gok
線

gok
線

gok
線
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（３）

l + m + 2n l m (1)
n 2l + m + n m (2)
n l l + 2m + n (3)

=
l + m + n −l −m− n 0 (1)− (2)

n 2l + m + n m (2)
0 −l −m− n l + m + n (3)− (2)

=(l + m + n)2

1 −1 0
n 2l + m + n m

0 −1 1
(4) (5) (6)

=(l + m + n)2

1 0 0
n 2l + 2m + 2n m

0 0 1
(4) (5) + (4) + (6) (6)

=2(l + m + n)3(−1)2+2

ØØØØØ
1 0
0 1

ØØØØØ

=2(l + m + n)3




