
2016年7月23日（土）10:50-12:20 平成 28年度前学期 数学特論Ａ 定期試験 問題・解答例・配点・採点基準・シラバスとの対応 4C ・ 4E ・ 4I 担当：笠井　剛 1

問題 1 a, bは正の定数であるとします。直線 x

a
+

y

b
= 1と原点 (0, 0)との距離を

求めて下さい。

配点：５点 シラバス達成度目標：ア、イ

【解答例】 直線 x
a + y

b = 1は x-軸上の点A(a, 0)と y-軸上の点B(0, b)を通るので、求
める距離を dとすると三角形4OAB の面積 S は辺 AB を底辺と見て

S =
1
2
（底辺）・（高さ）=

1
2

p
a2 + b2d

となります。
しかし、辺 OAを底辺と見れば

S =
1
2
ab

でもありますから、
1
2

p
a2 + b2d =

1
2
ab

d =
ab√

a2 + b2

が得られます。

問題 2 ３本の４次元ヴェクターの組：




1
1
1
0




,





0
2
1
0




,





0
2
1
4





は一次独立であることを示して下さい。

配点：１０点 シラバス達成度目標：ア

【解答例】

a1





1
1
1
0




+ a2





0
2
1
0




+ a3





0
2
1
4




=

であると仮定するとこれは




a1

a1 + 2a2 + 2a3

a1 + a2 + a3

4a3




=





0
0
0
0





を意味しますから、まず第１、４成分から a1 = 0, a3 = 0が分かり、これを代入すれば
第２成分から a2 = 0も得られます。
以上により、問題のヴェクターの組は一次独立であることが分かりました。
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問題 3 次の行列式を計算して下さい：

（１）

ØØØØØØØ

−1 1 1
0 1 −2
1 1 1

ØØØØØØØ
（２）

ØØØØØØØ

1 1 1
1 w w2

1 w3 w4

ØØØØØØØ

ただし、（２）は因数分解した形で答えて下さい。

配点：（１）１０点、（２）１０点 シラバス達成度目標：エ

【解答例】 （１）
ØØØØØØØ

−1 1 1
0 1 −2
1 1 1

ØØØØØØØ
= −1− 2− 1− 2 = −6

（２）
ØØØØØØØ

1 1 1
1 w w2

1 w3 w4

ØØØØØØØ
=

ØØØØØØØ

1 1 1
1 w w2

0 w3 − w w4 − w2

ØØØØØØØ

=

ØØØØØØØ

1 1 1
0 w − 1 w2 − 1
0 w3 − w w4 − w2

ØØØØØØØ

=

ØØØØØ
w − 1 w2 − 1

w(w2 − 1) w2(w2 − 1)

ØØØØØ

= w(w − 1)(w2 − 1)

ØØØØØ
1 w + 1
1 w

ØØØØØ

= −w(w − 1)2(w + 1)

問題 4 行列




1 2 3
2 0 2
3 2 1



 の逆行列を掃き出し法によって求めて下さい。

配点：１０点 シラバス達成度目標：オ

【解答例】
1 2 3 1 0 0 (1)

2 0 2 0 1 0 (2)

3 2 1 0 0 1 (3)

1 2 3 1 0 0 (1)

0 −4 −4 −2 1 0 (2)− 2(1) = (4)

0 −4 −8 −3 0 1 (3)− 3(1) = (5)

1 2 3 1 0 0 (1)

0 1 1 1
2 − 1

4 0 − 1
4 (4) = (6)

0 −4 −8 −3 0 1 (5)

1 0 1 0 1
2 0 (1)− 2(6) = (7)

0 1 1 1
2 − 1

4 0 (6)

0 0 −4 −1 −1 1 (5) + 4(6) = (8)

1 0 1 0 1
2 0 (7)

0 1 1 1
2 − 1

4 0 (6)

0 0 1 1
4

1
4 − 1

4 − 1
4 (8) = (9)

1 0 0 − 1
4

1
4

1
4 (7)− (9)

0 1 0 1
4 − 1

2
1
4 (6)− (9)

0 0 1 1
4

1
4 − 1

4 (9)

従って求める逆行列は 1
4




−1 1 1
1 −2 1
1 1 −1



 です。
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問題 5 行列
√

2 1
1 2

!

の表す一次変換によって直線 y = −x + kは自分自身に移る

そうです。さて kの値は何でしょうか。

配点：１０点 シラバス達成度目標：カ

【解答例】 この直線上の点 (t,−t + k)の移り先は
√

2 1
1 2

!√
t

−t + k

!

=

√
t + k

−t + 2k

!

により点 (t + k,−t + 2k)ですが、この点が任意の tに対して元の直線上にあると仮定
します。すると

−t + 2k = −(t + k) + k

k = 0

が得られます。従って k = 0である必要があります。

逆に k = 0の場合、直線の全体が同じ直線の全体に移ることは上の計算（の k = 0の
場合）により明らかです。
以上により、求める kの値は 0です。

問題 6 行列

B =




2 −1 2
−1 5 −1
2 −1 2





について、以下の問いに答えて下さい。
（１）行列 B の固有値が 0, 3, 6であることを証明して下さい。
（２）それぞれの固有値に対応した固有ヴェクターを求めて下さい。
（３）行列 B を対角化して下さい。

配点：（１）１５点（２）１０点（３）５点 シラバス達成度目標：キ

【解答例】 （１）

|B − kE| =

ØØØØØØØ

2− k −1 2
−1 5− k −1
2 −1 2− k

ØØØØØØØ

=

ØØØØØØØ

3− k −1 2
3− k 5− k −1
3− k −1 2− k

ØØØØØØØ

=

ØØØØØØØ

3− k −1 2
0 6− k −3
0 0 −k

ØØØØØØØ

= −k(k − 3)(k − 6)

によれば固有方程式の実数解、即ち固有値は 0, 3, 6です。
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（２）【固有値 0について】 B = 、すなわち





2x− y + 2z = 0

−x + 5y − z = 0

2x− y + 2z = 0

を満たす を求めます。第１式と第３式は同じですから、この連立方程式は実質２本
であり、zをあきらめれば

√
2 −1
−1 5

!√
x

y

!

=

√
−2z

z

!

√
x

y

!

=

√
2 −1
−1 5

!−1 √
−2z

z

!

=
z

9

√
5 1
1 2

!√
−2
1

!

= z

√
−1
0

!

となり、



x

y

z



 =




−z

0
z



 //




1
0
−1





ですから求める固有ヴェクターは




1
0
−1



です。

【固有値 3について】 B = 3 、すなわち





−x− y + 2z = 0

−x + 2y − z = 0

2x− y − z = 0

を満たす を求めます。係数行列は正則ではありませんから、この連立方程式は実質
２本であり、第１、２式を使って zをあきらめれば

√
−1 −1
−1 2

!√
x

y

!

=

√
−2z

z

!

√
x

y

!

=

√
−1 −1
−1 2

!−1 √
−2z

z

!

=
z

−3

√
2 1
1 −1

!√
−2
1

!

= z

√
1
1

!

となり、 


x

y

z



 =




z

z

z



 //




1
1
1





ですから求める固有ヴェクターは




1
1
1



です。

【固有値 6について】 B = 6 、すなわち





−4x− y + 2z = 0

−x− y − z = 0

2x− y − 4z = 0

を満たす を求めます。係数行列は正則ではありませんから、この連立方程式は実質
２本であり、第１、２式を使って zをあきらめれば

√
−4 −1
−1 −1

!√
x

y

!

=

√
−2z

z

!

√
x

y

!

=

√
−4 −1
−1 −1

!−1 √
−2z

z

!

=
z

3

√
−1 1
1 −4

!√
−2
1

!

= z

√
1
−2

!

となり、 


x

y

z



 =




z

−2z

z



 //




1
−2
1





ですから求める固有ヴェクターは




1
−2
1



です。
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（３）固有ヴェクターを並べた行列を P =




−1 1 1
0 1 −2
1 1 1



 とおけば、行列式の計算

によりこれは正則行列です（問題３（１）参照）。
この逆行列を計算すると

P−1 = −1
6

t


3 −2 −1
0 −2 2
−3 −2 −1



 =
1
6




−3 0 3
2 2 2
1 −2 1





であり、従って

P−1MP =
1
6




−3 0 3
2 2 2
1 −2 1








2 −1 2
−1 5 −1
2 −1 2








−1 1 1
0 1 −2
1 1 1



 =




0 0 0
0 3 0
0 0 6





となって対角化が得られました。

問題 7 （１） √
1
2

!

= p

√
1
6

!

+ r

√
1
1

!

となるような実数 p, rを求めて下さい。
（２）行列： √

5 −1
6 −2

!

の固有値・固有ヴェクターを求めて下さい。
（３）次の様な連立線形漸化式：





an+1 = 5an − bn

bn+1 = 6an − 2bn

, a0 = 1, b0 = 2

を満たす数列 {an}n=0,1,2,..., {bn}n=0,1,2,... を求めて下さい。

配点：（１）（３）計５点、（２）１０点 シラバス達成度目標：ウ、キ、ク

【解答例】 （２）
√

5 −1
6 −2

!√
1
6

!

=

√
−1
−6

!

= −
√

1
6

!

√
5 −1
6 −2

!√
1
1

!

=

√
4
4

!

= 4

√
1
1

!

によれば、固有値は−1, 4であり、対応した固有ヴェクターはそれぞれ
√

1
6

!

、
√

1
1

!

です。
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（１）
√

1 1
6 1

!√
p

r

!

=

√
1 1
6 1

!(

p

√
1
0

!

+ r

√
0
1

!)

= p

√
1
6

!

+ r

√
1
1

!

から、 √
p

r

!

=

√
1 1
6 1

!−1 √
1
2

!

= −1
5

√
1 −1
−6 1

!√
1
2

!

=
1
5

√
1
4

!

が分かります。

（３）

M =

√
5 −1
6 −2

!

, P =

√
1 1
6 1

!

とすれば上の結果によりM は

P−1MP =
1
−5

√
1 −1
−6 1

!√
5 −1
6 −2

!√
1 1
6 1

!

=
1
−5

√
1 −1
−6 1

!√
−1 4
−6 4

!

=

√
−1 0
0 4

!

= D

と対角化されます。
一方漸化式によれば √

an

bn

!

= Mn

√
a0

b0

!

であって、
√

an

bn

!

= (PDP−1)n

√
a0

b0

!

= PDnP−1

√
1
2

!

=

√
1 1
6 1

!√
(−1)n 0

0 4n

!
1
5

√
1
4

!

=
1
5

√
1 1
6 1

!√
(−1)n

4 · 4n

!

=
1
5

√
(−1)n + 4 · 4n

6(−1)n + 4 · 4n

!

が得られます。


