
2025年 2月 7日（金） 第１時限 9:15-10:45 令和６年度後学期 数学特論 定期試験 問題・解答例・配点・シラバスとの対応・採点基準 4A・4M 担当：笠井　剛 1

1 四面体 OABC において、線分 ABの中点を P、線分 CP を 1 : 2の比に内分す
る点をQ、線分OQを 1 : 2の比に内分する点をRとします。また３点O,B,C を
通る平面と直線ARの交点を Sとし、−→

OA = a⃗,
−−→
OB = b⃗,

−−→
OC = c⃗とするとき、以下

の問いに答えてください。
(1)

−−→
ORを a⃗, b⃗, c⃗を用いて表してください。

(2) 次の事実に注意して、−→
OS を a⃗, b⃗, c⃗を用いて表してください。

事実 同一平面上にない４点 Q,A,B,C によって点X が
−−→
QX = s

−→
QA+ t

−−→
QB + u

−−→
QC

と表されるとき、点X が平面 ABC 上にあるための必要十分条件は

s+ t+ u = 1

となることです。

配点：(1)10点、(2)5点 シラバス到達目標：ア、イ

【解答例】
(1)

−−→
OR =

1

3

−−→
OQ

=
1

3

(−−→
OP +

−−→
PQ
)

=
1

3

−−→
OP +

1

3
· 2
3

−−→
PC

=
1

3

−−→
OP +

2

9

(−−→
PO +

−−→
OC
)

=
1

9

−−→
OP +

2

9

−−→
OC

=
1

18

−→
OA+

1

18

−−→
OB +

4

18

−−→
OC

O

R

S

Q

BPA

C

(2)

−→
AR =

−→
AO +

−−→
OR

=
−→
AO +

1

18

−→
OA+

1

18

(−→
OA+

−−→
AB
)
+

4

18

(−→
OA+

−→
AC
)

=
12

18

−→
AO +

1

18

−−→
AB +

4

18

−→
AC

=
17

18

(
12

17

−→
AO +

1

17

−−→
AB +

4

17

−→
AC

)
です。

また直線 ARの延長線が平面 OBC と交わる点が S でしたから
−→
AS =

12

17

−→
AO +

1

17

−−→
AB +

4

17

−→
AC

です。

従って
−→
OS =

−→
OA+

−→
AS

=
−→
OA+

12

17

−→
AO +

1

17

(−→
AO +

−−→
OB

)
+

4

17

(−→
AO +

−−→
OC
)

=
1

17

−−→
OB +

4

17

−−→
OC

=
1

17
b⃗+

4

17
c⃗

が分かります。
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2 △OAB の辺 OB を 3 : 2に内分する点を Q、辺 OAを 2 : 5に内分する点を R

とし、線分 AQと線分 BRの交点を P とします。
−−→
OP = m

−→
OA+ n

−−→
OB となるm,nの値を求めてください。

配点：10点 シラバス到達目標：ア、イ

【解答例その１】
O

A

B

P
Q

R
2

5

2

3

−−→
OP = m

−→
OA+ n

−−→
OB とします。

−−→
OP = m

−→
OA+

5

3
n
−−→
OQ

−−→
OP =

7

2
m
−−→
OR+ n

−−→
OB

が成り立っていて、点 P は直線 AQ,BR上にありますから

m+
5

3
n = 1,

7

2
m+ n = 1

です。これを解けば
m =

4

29
, n =

15

29

です。

【解答例その２】

O

A

B

P
Q

R
2

5

2

3

−−→
OQ =

3

5

−−→
OB

ですから、−→
AP = s

−→
AQと置けば、
−→
AP = s

(−→
AO +

−−→
OQ
)
= −s

−→
OA+

3

5
s
−−→
OB · · · (∗)

です。

一方
−−→
OR =

2

7

−→
OA

ですから、−−→
BP = t

−−→
BRと置けば、
−→
AP =

−→
AO +

−−→
OB +

−−→
BP

= −
−→
OA+

−−→
OB + t

−−→
BR

= −
−→
OA+

−−→
OB + t

(−−→
BO +

−−→
OR
)

= −
−→
OA+ (1− t)

−−→
OB +

2

7
t
−→
OA

=

(
2

7
t− 1

)
−→
OA+ (1− t)

−−→
OB · · · (∗∗)

です。
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ここで −→
OA,

−−→
OB は平行ではないので、(∗), (∗∗)から

s = 1− 2

7
t,

3

5
s = 1− t

が得られ、これを解けば t = 14
29 ですから、

−→
AP =

(
2

7
t− 1

)
−→
OA+ (1− t)

−−→
OB

−→
AO +

−−→
OP = −25

29

−→
OA+

15

29

−−→
OB

−−→
OP =

4

29

−→
OA+

15

29

−−→
OB

と表せることが分かります。従って

m =
4

29
, n =

15

29

です。

3 次の行列の逆行列を求めてください。1 3 4

2 4 2

3 2 4



配点：10点 シラバス到達目標：ウ、エ、オ

【解答例その１】

1 3 4 1 0 0 (1)

2 4 2 0 1 0 (2)

3 2 4 0 0 1 (3)

1 3 4 1 0 0 (1)

0 −2 −6 −2 1 0 (2)− 2(1) = (4)

0 −7 −8 −3 0 1 (3)− 3(1) = (5)

2 6 8 2 0 0 2(1) = (6)

0 −2 −6 −2 1 0 (4)

0 −14 −16 −6 0 2 2(5) = (7)

2 0 −10 −4 3 0 (6) + 3(4) = (8)

0 −2 −6 −2 1 0 (4)

0 0 26 8 −7 2 (7)− 7(4) = (9)

26 0 −130 −52 39 0 13(8) = (10)

0 26 78 26 −13 0 −13(4) = (11)

0 0 26 8 −7 2 (9)

26 0 −130 −12 4 10 (10) + 5(9)

0 26 0 2 8 −6 (11)− 3(9)

0 0 26 8 −7 2 (9)
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従って求める逆行列は1 3 4

2 4 2

3 2 4


−1

=
1

26

−12 4 10

2 8 −6

8 −7 2


です。

【解答例その２】 3

4

2

×

4

2

4

 =

 12

−4

−10


4

2

4

×

1

2

3

 =

−2

−8

6


1

2

3

×

3

4

2

 =

−8

7

−2


1

2

3

 ·


3

4

2

×

4

2

4


 =

1

2

3

 ·

 12

−4

−10

 = −26

ですから、

M−1 = − 1

26

t 12 −2 −8

−4 −8 7

−10 6 −2

 =
1

26

−12 4 10

2 8 −6

8 −7 2


です。

4 M が 3次直交行列のとき、任意の 3次元ヴェクター a,bに対して

a · b = (Ma) · (Mb)

となることを証明してください。

配点：5点 シラバス到達目標：ウ

【解答例】

Ma ·Mb = t(Ma)Mb = t
a
tMMb = t

ab = a · b.
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5 次の３本の４次元ヴェクターについて以下の問いに答えて下さい：

a =


1

−1

2

5

 ,b =


2

−3

3

5

 , c =


3

2

−1

4

 .

(1) b + kaが aと垂直になる様な定数 kを求めて下さい。
(2) 上で求めた kを使って d = b+ kaとします。このとき、c+ pa+ rdが a,d

の両方と垂直である様に定数 p, rを求めて下さい。

配点：(1)5点、(2)5点 シラバス到達目標：ア、イ

【解答例】
(1) まず内積を計算しておくと、

a · b = 36, b · c = 17, c · a = 19,

a · a = 31, b · b = 47, c · c = 30

ですから、
a · (b + ka) = 36 + 31k = 0

従って k = − 36
31 が分かります。

(2) d = b + kaとすると、

c + pa+ rd = c + pa+ r(b + ka) = (p+ rk)a+ rb + c

なので、

0 = a · {(p+ rk)a+ rb + c} = 31(p+ rk) + 36r + 19 = 31p+ 19

から p = − 19
31 です。また、

0 = d · {(p+ rk)a+ rb + c}

= rd · b + d · c

= r(b + ka) · b + (b + ka) · c

= 47r + 36kr + 17 + 19k

= 31 · 47r − 362r + 31 · 17− 19 · 36

= 161r − 157

から、r = 157
161 である事も分かります。
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6 M =

(
5 −1

6 −2

)
とするとき、非負整数 nに対してMn を求めてください。

配点：15点 シラバス到達目標：ク、キ

【解答例その１】 固有方程式は

0 = |M − tE| =

∣∣∣∣∣5− t −1

6 −2− t

∣∣∣∣∣ = (t− 5)(t+ 2) + 6 = t2 − 3t− 4 = (t− 4)(t+ 1)

であり、固有値は 4,−1です。

固有値 4に対応した固有ヴェクターは、

(M − 4E)

(
x

y

)
=

(
0

0

)
(
1 −1

6 −6

)(
x

y

)
=

(
0

0

)

の解であり、x = yですから (
x

y

)
=

(
x

x

)
//

(
1

1

)

となり、固有値 4に対応した固有ヴェクターは
(
1

1

)
です。

固有値 −1に対応した固有ヴェクターは、

(M + E)

(
x

y

)
=

(
0

0

)
(
6 −1

6 −1

)(
x

y

)
=

(
0

0

)

の解であり、6x = yですから (
x

y

)
=

(
x

6x

)
//

(
1

6

)

となり、固有値 −1に対応した固有ヴェクターは
(
1

6

)
です。

P =

(
1 1

1 6

)
と置けば、これは正則であって、

MP =

(
M

(
1

1

)
M

(
1

6

))

=

(
4

(
1

1

)
−

(
1

6

))

=

(
4P

(
1

0

)
−P

(
0

1

))

=

(
P

(
4

0

)
P

(
0

−1

))

= P

((
4

0

) (
0

−1

))
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P−1MP =

(
4 0

0 −1

)

M = P

(
4 0

0 −1

)
P−1

Mn =

{
P

(
4 0

0 −1

)
P−1

}n

= P

(
4 0

0 −1

)n

P−1

= P

(
4n 0

0 (−1)n

)
P−1

=

(
1 1

1 6

)(
4n 0

0 (−1)n

)
1

5

(
6 −1

−1 1

)

=
1

5

(
1 1

1 6

)(
6 · 4n −4n

−(−1)n (−1)n

)

=
1

5

(
6 · 4n − (−1)n −4n + (−1)n

6 · 4n − 6(−1)n −4n + 6(−1)n

)

です。

【解答例その２】
ケーリーハミルトンの定理により

O = M2 − 3M − 4E = (M − 4E)(M + E)

ですから、 M(M + E) = 4(M + E)

M(M − 4E) = −(M − 4E)

が成り立っています。従って任意の正の整数 nに対してMn(M + E) = 4n(M + E)

Mn(M − 4E) = (−1)n(M − 4E)

となり、第１式から第２式を辺々引けば

5Mn = 4n(M + E)− (−1)n(M − 4E)

Mn =
4n

5

(
6 −1

6 −1

)
− (−1)n

5

(
1 −1

6 −6

)

=
1

5

(
6 · 4n − (−1)n −4n + (−1)n

6 · 4n − 6(−1)n −4n + 6(−1)n

)

が分かります。
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7 x2 − 6y2 = 1の正の整数解を２組求めてください。

配点：15点 シラバス到達目標：カ

【解答例】
まず (x, y) = (5, 2)は明らかに正の整数解です。そこで自明な整数解 (1, 0)と、非正
整数解 (5,−2)を利用して

M

(
5

−2

)
=

(
1

0

)
, M

(
1

0

)
=

(
5

2

)

を満たす 2次正方行列M を求めると

M

(
1 5

0 −2

)
=

(
5 1

2 0

)

M =

(
5 1

2 0

)(
1 5

0 −2

)−1

= −1

2

(
5 1

2 0

)(
−2 −5

0 1

)

=

(
5 12

2 5

)

が得られます。このとき
M

(
5

2

)
=

(
49

20

)
であり、

492 − 6 · 202 = 2401− 2400 = 1

となって、(x, y) = (49, 20)も１つの正の整数解であることが分かります。

以上により、見つかった正の整数解は

(x, y) = (5, 2), (49, 20)

です。
その他は例えば (485, 198)でも良い。

8 行列 A =

 0 1 0

0 0 1

−4 4 1

 について以下の問いに答えてください。
(1) Aの固有値を全て求めてください。
(2) Aの負の固有値について固有ヴェクターを求めて下さい。

配点：(1)10点、(2)10点 シラバス到達目標：キ

【解答例】
(1) Aの固有方程式は

0 =|A− lE|

=

∣∣∣∣∣∣∣
−l 1 0

0 −l 1

−4 4 1− l

∣∣∣∣∣∣∣
=(l − 1)(4− l2)

=(l − 1)(2− l)(2 + l)

ですから、Aの固有値は 1, 2, −2です。
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(2)  0 1 0

0 0 1

−4 4 1


x

y

z

 = −2

x

y

z



となる様なヴェクター

x

y

z

 を求めれば良いわけですが、これは連立方程式
 2 1 0

0 2 1

−4 4 3


x

y

z

 =

0

0

0


の解を求めることです。
第１、２式から

y = −2x, z = −2y

が分かり， x

y

z

 =

− 1
2y

y

−2y

 =
1

2
y

−1

2

−4

 //

 1

−2

4



が分かるので，求める固有ヴェクターは

 1

−2

4

 です。


